Musterlosung zur Musterpriifung 1 in Mathematik

Diese Musterlosung enthalt ausfihrliche Losungen zu allen Aufgaben der Musterpriifung 1 in
Mathematik sowie Hinweise zum Selbstlernen.

Literaturhinweise

1) Bosch: Briickenkurs Mathematik, Oldenbourg Verlag, Miinchen
Dieses Buch beinhaltet fast alle Themengebiete der Mathematikprifung. Es enthalt

viele Beispiele und Ubungsaufgaben mit Lésungen.

2) Kusch: Mathematik (Band 1 —4), Cornelsen Verlag, Berlin
Der 1.Band enthalt alles Wissenswerte zur Arithmetik und Algebra. Seitenweise
werden sehr Ubersichtlich Beispiele vorgerechnet und ausfiihrlich kommentiert. Das
Buch enthilt Hunderte von Ubungsaufgaben, deren Lésungen in einem extra
Losungsbuch zu finden sind.
Der 2.Band behandelt die Geometrie.
Der 3. und 4.Band haben die Differential- und Integralrechnung zum Thema. Auch
hier werden seitenweise Beispiele vorgerechnet und ausfiihrlich kommentiert. Die
Biicher enthalten ebenfalls Hunderte von Ubungsaufgaben, deren Lésungen in extra
Losungsblichern zu finden sind.
Diese Blicher sind nicht nur fiir die Vorbereitung auf die Mathematikprifung

geeignet, sie kdnnen auch im Studium sehr hilfreich sein.

Die genannten Blicher geh6ren zu den Standardwerken der Mathematik und kénnen in vielen
Hochschulbibliotheken ausgeliehen werden.



Themenbereich |
Algebraische Umformungen

In diesem Themenbereich geht es um einfache algebraische Umformungen wie z.B.

—>  Termumformungen
Beispiel: 3X+4y —2X+5—-y+3=X+3y+8
—> Berucksichtigung von Minuszeichen vor Klammern
Beispiel: —(2X+ Yy —5)=-2X—-y+5
—>  Ausmultiplizieren von Klammern
Beispiele: —3-(5x —2) =—15x+6
(3+4x)-(2—4y)=6-12y +8x —16xy
- Faktorisieren von Termen / Ausklammern

Beispiel: 5X +3Xxy —2xz =X - (5+ 3y — 22)
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Wenn man zwei Klammern ausmultiplizieren will, dann multipliziert man jeden Term der ersten
Klammer mit jedem Term der zweiten Klammer.

(7X — m) : (8X + n) / Jeder Term der ersten Klammer wird mit

jedem Term der zweiten Klammer multipliziert.
=7X-8X+7X-N—mM-8X—mM-N /zusammenfassen, es gilt ,,Punkt- vor

Strichrechnung”

=56X> + 7nX —8mx —mn / Malpunkte zwischen Variablen (Buchstaben)
diirfen weggelassen werden. Variablen werden
Ublicherweise alphabetisch sortiert, also n vor x.
Diese Sortierung ist aber nicht zwingend
notwendig. D.h. wenn Sie 7xn anstatt 7nx

schreiben, ist das kein Fehler.

Ausmultiplizieren zweier Klammern

(a+b)-(c+d)=ac+ad +bc+hd
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Bei komplizierteren Termen mit mehreren Klammern geht man haufig so vor, dass zuerst der innere
Term vereinfacht wird.

—2[(k +3)- (k —2)]-3(k - 3) / Zuerst werden die beiden inneren
Klammern ausmultipliziert.
=2k k+k-(~2)+3-k+3-(~2)]-3(k —3) /zusammenfassen
=-2[k* —2k + 3k —6] —3(k —3) / zusammenfassen
=-2[k? +k —6]-3(k —3) / Nun kénnen die Zahlen vor den

Klammern mit jedem Term in der

Klammer multipliziert werden.

=-2.k?-2-k-2- (-6)—3-k=3-(-3) / zusammenfassen
= —2k2 -2k +12-3k+9 / zusammenfassen
=—-2k* -5k +21
Anmerkung: Wenn zwei Rechenzeichen direkt hintereinander stehen, dann wird um das zweite

Rechenzeichen und der zugehorigen Zahl / dem zugehorigen Term eine Klammer

gesetzt.

Beispiele: K- (—2) =—2K  oder —2-(-6)=12



Themenbereich Il
Bruchrechnen

In diesem Themenbereich geht es um die Grundlagen der Bruchrechnung. Es werden
Kenntnisse Giber das Erweitern und Kiirzen von Briichen, die Addition und Subtraktion sowie
Uber die Multiplikation und Division geprift.

Bei der Addition und Subtraktion ist darauf zu achten, dass die zu verrechnenden Briiche

einen gemeinsamen Nenner besitzen. Sollte dies nicht der Fall sein, so miissen die Briiche
auf einen gemeinsamen Nenner, den sog. Hauptnenner, gebracht werden.

. a ¢ ad bc ad+bhc
Beispiel: —+—=—+—=—-—""—
b d bd bd bd

Die Multiplikation von Briichen ist demgegentiiber wieder leichter, denn hier gilt ,,Zahler mal
Zahler” und ,,Nenner mal Nenner“. Eine Erweiterung auf einen Hauptnenner ist nicht
erforderlich.

ac

" bd

.

Beispiel:

oo

a
b

Durch einen Bruch wird dividiert, indem mit dem Kehrwert multipliziert wird.

Beispiel:
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In dieser Aufgabe sollen gemischte Zahlen addiert und subtrahiert werden. Eine gemischte Zahl
besteht aus der Summe einer ganzen Zahl und einem echten Bruch (echter Bruch: Zahler < Nenner),
wobei das ,,+“-Zeichen weggelassen wird. Zur besseren Verrechnung gemischter Zahlen werden diese
in unechte Briiche (unechter Bruch: Zdhler > Nenner) umgewandelt.

Beispiele:
1 1 9 . . "
3=+6--5— / umwandeln der gemischten Zahlen in unechte Briiche
2 4 10
7,25 58 ,
2 4 10

Der Hauptnenner
ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nenner. Das

kleinste gemeinsame Vielfache von 2; 4 und 10 ist 20.

7-10+25-5_59-2
2-10 4.5 10-2

- / Die Zahler werden nun addiert oder subtrahiert, der Nenner

bleibt erhalten.

70+125-118
= / ausrechnen
20
77 o
= Z / Das Ergebnis ist ein unechter Bruch und kann deshalb

wieder in eine gemischte Zahl umgewandelt werden.

60 17 17 17
—+—=3+—-=3—
20 20 20 20
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Zwei Briiche werden dividiert, in dem der erste Bruch mit dem Kehrwert des zweiten Bruches
multipliziert wird.

/ mit dem Kehrwert des zweiten Bruches multiplizieren

/ Briiche werden multipliziert, in dem Zahler mal Z&hler und Nenner

mal Nenner gerechnet wird.

2a-12a
=— / zusammenfassen
3-8
24a’° )
= / kiirzen
24

/ vereinfachen




Themenbereich Il
Einfache Berechnungen

In diesem Themenbereich geht es um das Kopfrechnen. Einfache Aufgaben, bei denen auf Regeln wie
Punkt- vor Strichrechnung geachtet werden muss, sollen gelost werden. Ebenso kdnnen Klammern,
einfache Wurzeln oder Potenzen enthalten sein.

Beispiele: 2+3-5=2+15=17
3-(2+4-3)=3-(2+12)=3-14=42
2-4.25=2-4.5=2-20=-18

2°-3.6=8-18=-10
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Fir diese Aufgabe ist die Kenntnis der gangigsten Quadratwurzeln wichtig.
So gilt z.B.: \/6=0, denn 0°=0-0=0

V1=1, dem1®=1.1=1

\/Z=2, denn 2°=2.2=4

v121=11, denn11-11=121

Des Weiteren muss bei dieser Aufgabe auf die wichtige Regel ,Punkt- vor Strichrechnung” geachtet
werden.

V121 -+/81-(-2) / ausrechnen der Wurzeln
=11-9-(-2) / Punkt- vor Strichrechnung
=11+18 / ausrechnen
=29

Vorzeichenregeln:

+X+(+Y)=x+Yy

+x+(-y)=x-y
+x=(+y)=x-y
+X=(=y) = X+y
—X+(+y)=—X+Yy
x4 (-y) =X~y
—x=(+y) =X~y

—Xx=(=y)=-x+y
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Bei dieser Aufgabe ist die wichtige Regel ,,Punkt- vor Strichrechnung” zu beachten.

56:4+3-7-5.14:2 / Punkt- vor Strichrechnung
=14+21-35 / ausrechnen
=0

Anmerkungen

Bei reiner Punktrechnung wird Ublicherweise von links nach rechts gerechnet.

Beispiel: 5:14:2=(5-14):2=70:2=35

Es dirfen aber auch Rechenvorteile genutzt werden, damit die Zwischenergebnisse moglichst aus
niedrigen und daher besser im Kopf zu rechnenden Zahlen bestehen.

Beispiel: 5.14:2=5.(14:2)=5.7=35



Themenbereich IV
Geometrie

In diesem Themenbereich geht es um grundlegende Berechnungen zu geometrischen Figuren wie
z.B. Quadrat, Rechteck, Dreieck, Kreis und gerade Prismen (z.B. Quader). Dazu ist die Kenntnis der
folgenden Formeln erforderlich:

Quadrat mit der Seitenlange a

Flacheninhalt: A\? —a-a=a’ Umfang: UQ =4a

Rechteck mit den Seitenldngen a und b

Flacheninhalt: AR =a-b Umfang: U R — 2a+2b

Dreieck mit den Seitenldngen a, b und c

1
Flacheninhalt: AD = E . g . h Umfang: U D — a+ b +C

Wobei g eine der drei Seiten ist und h die zugehorige Hohe.

Kreis mit dem Radius r

Flacheninhalt: AK =71’ Umfang: UK =2-7-r

Wobei 7T =~ 3 gelten soll.

Prismen mit der Grundfldche G und der Héhe h

Volumen: VP =G-h Oberflache: OP =2-G+M

Wobei M die Mantelflache ist.

Quader mit den Kantenldngen a, b und c

Volumen: VQ =a-b-c Oberfliche: OQ =2- (ab +acC + bC)

AulRerdem konnen in diesem Themenbereich Aufgaben zur Anwendung des Satzes von Pythagoras
gestellt werden. Dazu findet sich eine ausfiihrliche Erklarung in den folgenden Musterlésungen.
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Flr die Losung dieser Aufgabe werden die folgenden Formeln bendtigt:

Flacheninhalt eines Quadrates mit der Seitenldange a: Ab —a-a=a’

Flacheninhalt eines Kreises mit dem Radius I : AK =" re

7T ist die sogenannte Kreiszahl und irrational, d.h. es handelt sich um eine Dezimalzahl (Kommazahl),
die nach dem Komma nicht endet und auch nicht periodisch ist. Die ersten Stellen von 77 lauten:

7 =3141592653... . Da fiir die Berechnung der Priifungsaufgaben kein Taschenrechner
zugelassen ist, wird mit einem gerundeten Wert gerechnet: - .

Die Seitenlinge des Quadrates ist: @ =10CM . Daraus folgt fiir den Radius des Kreises: I =5cm .

Somit ergibt sich fir den Fldcheninhalt des Quadrates: AQ = (].OCIT])2 =100cm? .

Fiir den Flacheninhalt des Kreises ergibt sich: A =3-(5cm)* =75cm’ .

Der Abfall betragt damit: AQ — AK =25cm? .
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Bei der Losung dieser Aufgabe hilft zunachst einmal eine kleine Skizze:

C

BC ist die Hypotenuse

AB = 3cm

Auf rechtwinklige Dreiecke |dsst sich der Satz des Pythagoras anwenden:

Die Summe der Quadrate Uber den Katheten ist gleich dem Quadrat tber der Hypotenuse. Wobei die
Katheten die Seiten sind, die an dem rechten Winkel anliegen. Die Hypotenuse ist die Seite, die
gegenilber vom rechten Winkel liegt.

In dieser Aufgabe sind also E =3Ccm und E = 4Cm die Katheten und B_C ist die
Hypotenuse.

Somit lautet der Satz des Pythagoras fiir dieses Dreieck:
(AB)* + (AC)* = (BC)*
< (3cm)? + (4cm)? = (BC)?
<  9cm? +16cm? = (BC)?
= 25cm? = (BC)?

= 5cm = BC

Anmerkung: Der Satz des Pythagoras besteht aus einer Gleichung, die umgeformt werden kann
und in die Zahlen eingesetzt werden kénnen. Zwischen diese Gleichungen werden
Aquivalenzpfeile < gesetzt, die angeben, dass die Umformungen/Berechnungen
von Zeile zu Zeile dquivalent (gleichwertig) zueinander sind.



Themenbereich V
Lineare Gleichungen und Gleichungen, die sich auf lineare Gleichungen
zuriickfiihren lassen

In diesem Themenbereich wird das Losen linearer Gleichungen und Gleichungen, die sich auf lineare
Gleichungen zurickfiihren lassen, Gberprift. Hierbei konnen zum einen Gleichungen vorgegeben
sein, die zu l6sen sind. Zum anderen kdnnen aber auch Textaufgaben gestellt werden, zu denen dann
eine passende Gleichung aufgestellt und eventuell auch geldst werden soll. Bei Textaufgaben
empfiehlt sich eine Aufteilung des Textes in einzelne Abschnitte. Ein ausfihrliches Beispiel dazu
findet sich in der folgenden Musterlésung.
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Um diese Aufgabe zu l6sen, ist es zweckmalig, den Text in seine Bestandteile zu zerlegen.
,Dividiert man den sechsten Teil einer Zahl durch 5 und subtrahiert vom Ergebnis 2, so erhalt man

das Dreifache der Zahl vermehrt um 10.“

X
—> Der sechste Teil einer Zahl ist — .

Bividiertman den sechsten Teil einer Zahl duirch und subtrahiert vom Ergebnis 2, so erhalt man

das Dreifache der Zahl vermehrt um 10.

- Division durch 5 bedeutet -

,Dividiert man den sechsten Teil einer Zahl durch 5 und subtrahiert vom Ergebnis 2, so erhalt man
das Dreifache der Zahl vermehrt um 10.“

X
—> Subtraktion von 2 ergibt ﬁ -2.

»Dividiert man den sechsten Teil einer Zahl durch 5 und subtrahiert vom Ergebnis 2_
das Dreifache der Zahl vermehrt um 10.“
—> Das Komma und die Formulierung ,,so erhalt man“ symbolisiert das Gleichzeichen

,Dividiert man den sechsten Teil einer Zahl durch 5 und subtrahiert vom Ergebnis 2, so erhalt man
das Dreifache der Zahl vermehrt um 10.“

X

—> Das Dreifache der Zahl ergénzt die Gleichung zu 5 —-2=3X.

,Dividiert man den sechsten Teil einer Zahl durch 5 und subtrahiert vom Ergebnis 2, so erhalt man

das Dreifache der Zahl _.”

—> Vermehrt um 10 vervollstandigt die gesuchte Gleichung - .
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Diese Gleichung kann zunachst auf der linken Seite vereinfacht werden.

5x+20—-2(x+12) =8 / ausmultiplizieren der Klammer
< 5x+20-2-x—2-12=8
= 5x+20-2x—-24=8 / zusammenfassen
= 3x—4=8 /+4
= 3X—4 +4 =8 +4 /Wichtig ist, dass die 4 auf beiden Seiten der
Gleichung addiert wird.
= 3x=12 /:3
< 3X 3 =12 I8 / Auch hier muss auf beiden Seiten durch 3

geteilt werden.



Themenbereich VI
Lineare Gleichungssysteme

In diesem Themenbereich geht es um lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten. Auch hier
kann sowohl ein lineares Gleichungssystem vorgegeben sein, als auch eine Textaufgabe gestellt
werden, aus der ein passendes lineares Gleichungssystem aufgestellt werden soll.

Flr das Losen linearer Gleichungssysteme stehen verschiedene Losungsverfahren zur Verfligung.
Diese Verfahren werden in der folgenden Musterlosung dargestellt.

Textaufgaben kdnnen in einzelne Bestandteile zerlegt werden, um so die verschiedenen Gleichungen
aufstellen zu kdnnen. Auch hierzu findet sich im Folgenden ein ausfiihrliches Beispiel.
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Lineare Gleichungssysteme lassen sich mit Hilfe verschiedener Verfahren |6sen. Dazu gehoren z.B.
das Gleichsetzungs-, Einsetzungs- und Additionsverfahren. Je nachdem, wie das Gleichungssystem
aufgebaut ist, ist das eine oder andere Verfahren fir die L6sung des Systems glinstiger.

Nach dem _ ergibt sich der folgende Losungsweg:
3x—4y =18 A 6x =8y + 38 /.2

< 3x—-4y=18 A 3X = - / Die 4y +19 der rechten
Gleichung kénnen nun fiir die 3X

der linken Gleichung eingesetzt

werden.
= - -4y =18 A 3x=4y+19 / zusammenfassen der linken

Gleichung

< 19=18 A 3Xx=4y+19

Die linke Gleichung besteht aus der falschen Aussage 19 =18 und dieses bedeutet, dass das lineare
Gleichungssystem keine Losung besitzt. Das heit, es existieren keine Zahlen die gleichzeitig beide
Gleichungen des Systems erflillen.

Nach dem Gleichsetzungsverfahren ergibt sich der folgende Lésungsweg:
3x—4y =18 /+4y A 6x=8y+38 /.2
f— 3x=18+4y A 3x=4y+19 / Die jeweils rechten Seiten

der Gleichungen kénnen

nun gleichgesetzt werden.
< 18+4y=4y+19 /-4y A 3x=4y+19
< 18=19 A 3X=4y+19

Die linke Gleichung besteht aus der falschen Aussage 18 =19 und damit besitzt das lineare
Gleichungssystem keine Losung.
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Zu dieser Textaufgabe lassen sich zwei lineare Gleichungen aufstellen. Eine Gleichung heil3t linear,

wenn die Variablen hochstens ersten Grades sind.

Die erste Gleichung ergibt sich aus der Anzahl der Képfe. Sowohl ein Huhn als auch ein Hase haben
jeweils einen Kopf. Wenn x Huhner und y Hasen zusammen 28 Kopfe haben, lautet die Gleichung:

Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Anzahl der FiiRe. Normalerweise hat ein Huhn zwei FiiRe und
ein Hase vier FiiRe. Wenn x Hilhner und y Hasen zusammen 88 FiiRe haben, lautet die Gleichung:

Beide Gleichungen zusammen bilden ein lineares Gleichungssystem, dass z.B. mit dem

X+Yy=28

2X+4y =88

Additionsverfahren gel6st werden kann.

X+Yy=28

A 2Xx+4y =288

= —2X—2y =-56

A 2x+4y =288

N 2y =32

A 2x+4y =88

& y =16

A 2X+4-16=88

& y =16

A x=12

/-(=2)

) Addition der beiden Gleichungen

/.2

/ einsetzen in die zweite Gleichung

/ nach x auflésen

Der Fuchs hat also 12 Hiihner und 16 Hasen gestohlen.

Anmerkung: Das . ist das logische - Es gibt an, dass die beiden Gleichungen zusammen-

gehoren und ein System bilden.



Themenbereich VII
Losen von quadratischen Gleichungen

In diesem Themenbereich geht es um das Lésen quadratischer Gleichungen. Hierfiir stehen
verschiedene Losungsverfahren zur Verfligung, von denen einige in den Musterldsungen
dargestellt werden. Auch hier kdnnte es sein, dass leichte Textaufgaben, die das Aufstellen
und Losen einer quadratischen Gleichung erfordern, gestellt werden.
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Fir das Losen quadratischer Gleichungen stehen verschiedene Losungsverfahren zur Verfiigung.
Dazu gehoren z.B. die guadratische Erganzung und die _, die eine Zusammenfassung der
guadratischen Erganzung darstellt. Je nachdem, wie die quadratische Gleichung aufgebaut ist, kann
auch der _ oder eine binomische Formel zur Lésung der Gleichung benutzt werden.

Um entscheiden zu kdnnen, welche Losungsmethode am schnellsten zum Ziel fiihrt, werden zunachst
alle Ausdriicke auf eine Seite der Gleichung gebracht. Im Anschluss daran ist es sinnvoll, dass vor dem

X? nichts mehr steht, also weder ein Minuszeichen noch eine Zahl. Damit erhalt man die sogenannte

Normalform einer quadratischen Gleichung: X* + px+q=0.

Tipp, falls Unsicherheit dahingehend besteht, welche Losungsmethode am schnellsten zum Ziel fihrt:
Mit Hilfe der pg-Formel lasst sich eine quadratische Gleichung immer l6sen!

1. Losung mit Hilfe einer binomischen Formel

2X* +4x=-2 /+2
=S 2x2 +4x+2=0 /.2
= x*+2x+1=0 / Hierbei handelt es sich um die 1.Binomische Formel.
=N (x+1)*=0 /)
< X+1=0 /-1
< Xx=-1
= L={-1}



2.Lésung mit Hilfe der _

2X2 +4x =-2 /+2

= 2X> +4x+2=0 /12

<= X2 +2x+1=0 / Hierbei handelt es sich um die Normalform einer
guadratischen GIeichung_ mit
p=+2und q=+1.

R

<

=

< X%,=-1

= L={-1}
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Diese quadratische Gleichung kann direkt nach X aufgelost werden. Es ist kein besonderes
Losungsverfahren erforderlich.

I R

Anmerkung:

(x-7)*+1=10

(x-7)*=9

X—=7=+3 v X—7=-3
L ={4:10}

Das V ist das mathematische oder. Es wird verwendet, wenn entweder die eine oder

die andere Aussage gelten soll. Da X — 7 in der obigen Gleichung nicht gleichzeitig

gleich + 3 und gleich — 3 sein kann, wird es zwischen die beiden Aussagen

geschrieben. Dadurch wird auch verdeutlicht, dass es zwei Losungen gibt.



Themenbereich VI
Losen von Ungleichungen

In diesem Themenbereich wird das Losen von Ungleichungen (iberpriift. Grundsatzlich
kdnnen Ungleichungen wie Gleichungen geldst werden. Es sind jedoch zwei Besonderheiten
bei der Losung von Ungleichungen zu beachten:

1) Bei der Multiplikation oder Division einer Ungleichung mit einer negativen Zahl
andert sich die Relation.

Beispiel: -2<3 /- (-1
& 2>-3
2) Wenn der Kehrwert einer Ungleichung gebildet wird, andert sich die Relation.
- 1_1 :
Beispiel: Z < E / Kehrwert der Ungleichung
4 2 4 2
& -x= [S=45=2
1 1 1 1
& 422
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4x-2X > 32 / zusammenfassen

8x%> 32 /.8

x> >4 /f

X>2 Vv X<-=2

b0 0 0

L={x|x<-2V x>2}
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Die senkrechten Striche um den Term X + 8 werden als Betragsstriche bezeichnet. Der Term -

heiRt der _ und bedeutet, dass das Ergebnis von diesem Ausdruck — unabhangig
davon, welche Zahl fiir x eingesetzt wird - _ ist.

Beispiele: Fur X =5 gilt: 5+8=[13=13.

Far X =0 gilt: [0+ 8 =[8/=8.

Fur X = —3 gilt: -3+8 =g =5.
Far X=—10 git:  |-10+8/=|-2/=2.
Far X=—21git:  |-21+8=]-13=13.

Da also immer ‘X + 8‘ > 0 gilt, ist die Ungleichung ‘X + 8‘ < — 8 nicht I6sbar. Es gibt keine Zahlen,

die fur X eingesetzt werden kénnen, so dass das Ergebnis des Betrages kleiner als —8 wird.

= 1=0



Themenbereich IX
Potenzen und Wurzeln

Fir diesen Themenbereich ist die Kenntnis der Potenzgesetze von Bedeutung:

% (am)n = am~n

AuBerdem kénnen die folgenden _ hilfreich sein:
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m
X —3/x° +5x? /am =an

6

=x°— X5 +5x° / kiirzen des Exponenten
3 2 2

=X — X" +5X / zusammenfassen

=Xx* +4x?

Weiter kann hier nicht zusammengefasst werden, da die Potenzgesetze nur fir Punktrechnung aber
nicht fur Strichrechnung gelten.
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Fir diese Aufgabe wird die Kenntnis der Kubikwurzeln benétigt.
So ist z.B. 3\/1=1, denn 1’ =1
e{/g =2, denn 2° =8

3125 =5, denn 53 =125

3125 -5°
5*.5°

/ berechnen der Kubikwurzel

5.5°
:54.56

m+n

/ Potenzgesetz: " -a" = a

5l+9
= 54+6

/ zusammenfassen

510

=— / kiirzen

510



Themenbereich X
Einfache Zins- und Zinseszinsrechnung

Aufgaben zur Zins- und Zinseszinsrechnung lassen sich entweder mit Hilfe von Formeln oder
Uber einen Dreisatz I6sen.

Um Zinseszinsrechnung handelt es sich, wenn Zinsen, die am Ende eines Jahres gut
geschrieben werden, auf dem Konto verbleiben. Die Zinsen erhéhen damit das
Anfangskapital fur das darauf folgende Jahr. Die Formel lautet:

K =K,-q" K. gibt das Gesamtkapital nach n Jahren an.

Ko ist das Anfangskapital.

g=1+ % ist der Aufzinsungsfaktor.

P ist der Zinssatz in Prozent.

N ist die Laufzeit in Jahren.

Fur die _ gelten die folgenden Formeln:

- Mit Hilfe dieser Formel lassen sich die -

- berechnen.

- Mit Hilfe dieser Formel lassen sich die

- berechnen.

Z gibt die Zinsen an, K steht fur das Kapital, p fir den Zinssatz in Prozent und t fiir die Anzahl der
Tage.

Diese Formeln kénnen auch nach K, p oder t umgestellt werden.

Hinweis: In der Zinsrechnung wird _ gerechnet!

Die Losung liber einen Dreisatz wird in den Musterlosungen dargestellt.
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Aufgaben zur Zinsrechnung lassen sich sowohl mit Hilfe von entsprechenden Formeln als auch mit
Hilfe eines Dreisatzes |6sen. In manchen Fallen reicht sogar ein Zweisatz.

1. Losung mit Hilfe der Zinseszinsformel

Da die 1.000,00 € fur zwei Jahre angelegt werden sollen und in diesem Zeitraum kein Geld
abgehoben werden soll, handelt es sich hierbei um Zinseszinsrechnung. Das heil3t, die Zinsen, die
nach einem Jahr von der Bank gut geschrieben werden, werden nicht vom Kunden abgehoben,
sondern fir das zweite Jahr den 1.000,00 € zugerechnet und mit verzinst.

K =K,-q" K, gibt das Gesamtkapital nach n Jahren an.

K, ist das Anfangskapital.

g=1+ % ist der Aufzinsungsfaktor.

P ist der Zinssatz in Prozent.
N ist die Laufzeit in Jahren.

Gegeben ist: Ko = 1.000,00€
p=10% = q=1+—=11

N =2 Jahre
Gesuchtist: K — K, also der Betrag, um den sich das Anfangskapital vermehrt hat.
Losung: K,-K,=K,-q"-K,
= K, —K, =1000,00€-11* —1.000,00€
=1.000,00€ -1,21-1.000,00€
=1.210,00€ —1.000,00€
=210,00€



2. Losung in mehreren kleinen Schritten liber einen Zweisatz

Schritt 1: Berechnung der Zinsen nach einem Jahr (Zweisatz)

C 100% =1.000,00€

110 110

10% =100,00€

Schritt 2: Berechnung des Kapitals am Ende des 1.Jahres

1.000,00€ +100,00€ =1.100,00€

Schritt 3: Berechnung der Zinsen fiir das 2.Jahr (Zweisatz)

:10 :10

100% =1.100,00€
C 10% =110,00€

Schritt 4: Berechnung der gesamten Zinsen fiir das 1. und 2.Jahr

100,00€ +110,00€ = 210,00€



Aufgabe 103

1. Lésung mit Hilfe einer Formel

- K ist das Kapital.

Z sind die Zinsen fir ein Jahr.

P ist der Zinssatz in Prozent.
Gegebenist: Z = 240,00€
p=3%

Gesucht ist: K

100

= K =8.000,00€

2. Losung mit Hilfe eines Dreisatzes

c 3% = 240,00€ D
3 3
1% =80,00€

- 100, C -100
100% = 8.000,00€ : Hinweis: Das Kapital entspricht 100%.

Damit betragt das gesuchte Kapital 8.000,00€ .



Themenbereich XI
Prozentrechnung

Aufgaben zur Prozentrechnung lassen sich entweder mit der Hilfe von Formeln oder Gber einen
Dreisatz l6sen.

Die Formeln lauten

fur den Prozentwert PW: PW=G.-— ,
100
fur den Grundwert G: ,
PW
fir den Prozentsatz p: p= ? -100 .

Sowohl die Anwendung der Formeln als auch die Losung tber einen Dreisatz werden in den
folgenden Musterlésungen dargestellt.
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Auch die Aufgaben zur Prozentrechnung lassen sich sowohl mit Formeln als auch mit einem Dreisatz
|6sen.

1. Losung mit Hilfe einer Formel

- P ist der Prozentsatz.

PW st der Prozentwert.

G ist der Grundwert.
Gegebenist: G = 6,3 Milliarden Banknoten (alle gedruckten Banknoten)
PW =1,89 wmilliarden 20€ - Scheine (absoluter Anteil der 20€ - Scheine)

Gesucht ist: p

_189Milliarden

= p= — 0 / kirzen der Milliarden
6,3Milliarden
6,3
6,3
N p=30%
2. Losung mit Hilfe eines Dreisatzes
10 C 6,3Mi|liarden =100% ) Hinweis: Alle gedruckten Banknoten
: :10
0,63Milliarden =10%

entsprechen 100%.
-3 -3
C 1,89Milliarden = 30% )
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1. Losung mit Hilfe einer Formel

p= M -100 P ist der Prozentsatz.
G
PW st der Prozentwert.
G ist der Grundwert.
Gegeben ist: G =1000,00€ (ist der alte Preis)
Achtung: Die 640,00€ geben den neuen Preis an und nicht die Preissenkung.

Da aber nach der Hohe der Preissenkung in Prozent gefragt ist, muss

zunachst ausgerechnet werden, wie viel € die Preissenkung betragt:
PW = 1000,00€ — 640,00€ = 360,00€ (ist die Preissenkung)

Gesucht ist: p

Losung: p= PW -100
G
360,00€
f— p = .
1000,00€
& p =36%

2. Lésung mit Hilfe eines Dreisatzes
1.000,00€ =100%
:100 C D :100
10,00€ =1%

36 C 360,00€ = 36% D 36




Themenbereich XII
Verstandnis von Graphen

(ohne trigonometrische Funktionen, Logarithmus- und Exponentialfunktion)

In diesem Themenbereich werden Aufgaben zum Verstandnis von Graphen gestellt.
Dabei kann es sich z.B. um die folgenden Aufgabentypen handeln:
—> Es sollen Aussagen Uber das Aussehen/ den Graphen einer bestimmten Funktion
getroffen werden.
—> Einem Graphen soll die entsprechende Funktionsgleichung zugeordnet werden.
—> Einem Sachverhalt aus einer Textaufgabe soll ein passender Graph zugeordnet

werden.

Fir die Losung dieser Aufgaben werden lberwiegend Kenntnisse iber lineare Funktionen (Geraden)
und quadratische Funktionen (Parabeln) benétigt.
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Bei dieser Aufgabe ist die Parabel in der sogenannten Scheitelpunktform angegeben. Die allgemeine
Scheitelpunktform lautet:

y:(X—X0)2+y0

Aus der Scheitelpunktform kann der _ direkt abgelesen werden. Der Scheitelpunkt

lautet:

Der Scheitelpunkt der Parabel Y = (X —2)? —1 lautet somit S(2,—1). Dieser Punkt liegt im

IV. Quadranten.
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Da x die Zeit in Stunden und y den Treibstoff im Tank in Liter angibt, lasst sich aus dem Satz: ,,lhr Tank
ist mit 600 Liter vollgefullt.” folgern, dass zum Zeitpunkt x=0 Stunden der Tank mit y=600 Liter gefllt
ist. Daher kann die Lésung d nicht richtig sein.

Aus der Aussage: ,, Die Diesellokomotive verbraucht ... Treibstoff ... “ lasst sich folgern, dass der Graph
fallend verlaufen muss. Damit kann auch die Losung b nicht richtig sein.

Bei der Losung a ist der Graph auch fiir negative x gezeichnet. Negative x — Werte bedeuten hier eine
negative Anzahl von Stunden, was vollig unsinnig ist. Also ist auch Lésung a nicht richtig.

Ubrig bleibt nur die Lésung c. Zur Kontrolle kann hier iiber die Bedeutung des Punktes (12,0)
nachgedacht werden. x=12 Stunden und y=0 Liter bedeutet, dass nach 12 Stunden der vollgefiillte
Tank der Lokomotive leer ist (y=0). Da zu Beginn 600 Liter im Tank waren und die Lokomotive 50 Liter
pro Stunde verbraucht, kann folgendermaRen gerechnet werden:

600 Liter : 50 Liter/Stunde = 12 Stunden. Das heiflt, der Tank ist nach zwolf Stunden leer und somit
ist die Losung c richtig.



Themenbereich XllI

Wabhrscheinlichkeitsrechnung

In diesem Themenbereich geht es um Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Kombinatorik.

Es geht unter anderem um ein- und mehrstufige Zufallsexperimente, Baumdiagramme,
Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerte und Fakultaten.
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Die Losung dieser Aufgabe erfordert die Kenntnis der sogenannten Fakultat:

Fur alle natirlichen Zahlen N st _ als das Produkt der nattirlichen

Zahlen von 1 bis N definiert. Gelesen wird N! als ,,-”.

Beispiele: "=1-2-3-4-5-6-7=5040
4N=1.2-3-4=24

Wenn funf verschiedene Mathematikbiicher in unterschiedlicher Reihenfolge in ein Regal gestellt
werden sollen, dann gibt es

—> flr das erste Buch flnf Platze im Regal zur freien Auswahl,

—> flir das zweite Buch bleiben dann noch vier Platze im Regal zur freien Auswahl {ibrig,
da das erste Buch bereits einen Platz belegt,

—> flr das dritte Buch sind dann noch drei Platze im Regal zur freien Auswahl (ibrig,

—> flir das vierte Buch stehen dann noch zwei Pldtze im Regal zur freien Auswahl zur
Verfligung und

—> fiir das finfte und letzte Buch ist dann nur noch ein Platz im Regal frei.

Mathematisch ausgedrickt bedeutet dies, es gibt
5.4.3-2.1=5

verschiedene Moglichkeiten, fiinf Mathematikbilcher in unterschiedlicher Reihenfolge in ein
Regalfach zu stellen.
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Fir die _ P eines gewlinschten Ereignisses E gilt:

Zur Veranschaulichung des Sachverhaltes kann ein sogenanntes Baumdiagramm verwendet werden:

Zahl
Zahl

Kopf

Zahl
Kopf

Kopf

1.Wurf -

Beim 1.Wurf kann Zahl oder Kopf oben liegen. Beim 2.Wurf kann dann wiederum Zahl oder Kopf
oben liegen. Insgesamt gibt es also vier Kombinationsmoglichkeiten:

(Zzahl / zahl ), ( Zahl / Kopf ), ( Kopf / Zahl ), ( Kopf / Kopf)

Nur eine von vier Moglichkeiten liefert das gewiinschte Ergebnis, dass zweimal Zahl oben liegt.

Damit gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit




Themenbereich XIV
Grundkenntnisse der trigonometrischen Funktionen

In diesem Themenbereich geht es insbesondere um die Sinus- , Kosinus- und Tangensfunktion.

Gepriift werden Kenntnisse Uber die trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck, die
Nullstellen der Sinus- und Kosinusfunktionen sowie einfache Symmetrieeigenschaften. AuRerdem
wird die Fahigkeit erwartet, Winkel vom Gradmal? in das Bogenmal umzurechnen und umgekehrt.

Im _ gelten die folgenden trigonometrischen Beziehungen:

Fir die Umrechnung von Winkeln vom Gradmal’ in das Bogenmal} und umgekehrt kann die folgende
Formel verwendet werden:

a _ X
360° 27
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Nullstellen sind die Stellen, an denen der Graph der Funktion die waagerechte Achse schneidet oder
beriihrt.

Aus dem Graphen der Kosinusfunktion lassen sich die gesuchten Nullstellen der Funktion ablesen.

Die Kosinusfunktion besitzt im Intervall 0° < X <360° die Nullstellen 90° und 270° .

v &

t t
-4s° o 45°
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Fir die Umwandlung vom GradmaR in das Bogenmal und umgekehrt kann die folgende Beziehung

verwendet werden:

@ _x
360° 27

Diese Beziehung gibt an, dass sich der Winkel ¢ (im GradmaR) zu 360° genauso verhilt, wie die

Bogenlange X (im BogenmaR)zu 27 .

T
Fir X = E ergibt sich

ﬁ
a _ 2
360° 2«
i
o a _ 2
360° Zl
1
a 7 1
& - .
360° 2 2x
a 1
= ==
360° 4

= o =90°

/ vereinfachen der rechten Seite

/ Durch einen Bruch wird geteilt, indem mit

dem Kehrwert multipliziert wird.

/ kirzen von 7T

/ -360°



Themenbereich XV
Logarithmen

Fiir die Losung der Aufgaben in diesem Themenbereich sollte zunachst einmal Klarheit dariiber
bestehen, was unter dem Begriff Logarithmus zu verstehen ist. Des Weiteren wird die Kenntnis der
Rechenregeln fir Logarithmen erwartet. Mit Hilfe dieser Regeln sollen logarithmische Terme
zusammengefasst oder zerlegt werden. AuBerdem kénnen Aufgaben zum Losen einfacher
logarithmischer oder exponentieller Gleichungen gestellt werden.

Definition:

Die Exponentialgleichung @* = b besitzt fur @,0 > 0 und a #1 die Lésung - und
heiBt Logarithmus von b zur Basis a.

Rechenregeln fir Logarithmen:

00, 1) +10g, () =109, (1)
og, (1)~ log, () =log, * |

log,, (u") = w-log, (u)

Besondere Logarithmen:
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Fir die Losung dieser Aufgabe ist die Kenntnis der Rechenregeln fiir Logarithmen erforderlich:

0g, 1) +10g, () =log, (41
og, (1)~ log, () ~log, * |

log, (u") = w-log, (u)

Iog a ab? / Zur Verdeutlichung der Rechenregeln werden Klammern um
das Argument gesetzt.

=log, (ab?) / Anwendung der ersten Rechenregel
log, (u) + log, (v) = log, (u-v)

=log,(a) +log, (b*) / Anwendung der dritten Rechenregel
log, (u") =w-log, (1)

=log,(a)+2-log, (b) /log,(a)=1daa' =a

=1+ 2log, (b)
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Die Exponentialgleichung & = b besitzt fur a,b > 0 und a#1 die Lésung - und
heiBt Logarithmus von b zur Basis a.

Die Lésung der Gleichung 2* =12 lautet daher X =l0g, (12) .

Die Klammer um das Argument darf auch weggelassen werden. Die Losung lautet dann

x=log,12 .



Themenbereich XVI
Verstandnis von Graphen

(inklusive trigonometrische Funktionen, Logarithmus- und Exponentialfunktion)

In diesem Themenbereich werden Aufgaben zum Verstandnis von Graphen gestellt.
Dabei kann es sich z.B. um die folgenden Aufgabentypen handeln:
—> Es sollen Aussagen Uber das Aussehen/ den Graphen einer bestimmten Funktion
getroffen werden.
—> Einem Graphen soll die entsprechende Funktionsgleichung zugeordnet werden.
—> Einem Sachverhalt aus einer Textaufgabe soll ein passender Graph zugeordnet

werden.
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Bei der abgebildeten Funktion handelt es sich um eine _, die in der
allgemeinen Form _ dargestellt werden kann.

Das A wird als Amplitude bezeichnet und der Betrag von A gibt die Streckung oder Stauchung des
Graphen im Vergleich zur Grundfunktion Y = COS(X) an.

Wenn ‘A‘ > 1, dann ist der Graph der Funktion mit dem Faktor ‘A‘ gestreckt.

Wenn ‘A‘ <1, dannist der Graph der Funktion mit dem Faktor ‘A‘ gestaucht.

T
Die Periodenldnge p der Funktion errechnet sich aus der Formel 0 = —— . Die Periodenldnge gibt
(04

an, auf welchem Bereich der Graph der Funktion eine vollstandige Schwingung durchlduft.

Die Grundfunktion Y = COS(X) besitzt zum Beispiel die Amplitude A =1 und die Periodenlinge

_2r _
1

p 2r .

Damit kann die Losung a ausgeschlossen werden, da die Amplitude dort A =1 ist.

Mit Hilfe der Formel fiir die Periodenldange kann Alpha berechnet werden:

27
= — / -
(04
= a-p=2r /P
27
= o =— / Bei dem abgebildeten Graphenist P = 7.
P

Die richtige Losung ist also d.
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Bei der Funktion f (X) =25 —5" handelt es sich um eine Exponentialfunktion, da die Variable x im

Exponenten steht.

Am leichtesten lasst sich der richtige Graph finden, wenn markante Punkte des Graphen betrachtet
werden. Insbesondere die Schnittpunkte mit den Achsen knnen sehr aufschlussreich sein.

Alle Schnittpunkte mit der y-Achse haben gemeinsam, dass die x-Koordinate null ist. Damit kann die
zugehorige y-Koordinate berechnet werden.

y=f(0)=25-5"=25-1=24

= Losung c und d sind auszuschlieRen, da bei Losung ¢ die y-Koordinate 25 betragt und bei
Losung d ist y ein Wert knapp Uber null.

Alle Schnittpunkte _ haben gemeinsam, dass die _ ist. Abbildung a

zeigt keinen Schnittpunkt mit der x-Achse. Deshalb kann noch keine Aussage dariiber getroffen
werden, ob a richtig oder falsch ist. Abbildung b besitzt einen Schnittpunkt mit der x-Achse an der

Stelle x=2. Wenn Lésung b richtig sein soll, dann muss Yy = f (2) =0 sein.
Uberpriifung: y=1(2)=25-5*=0

= Die richtige Losung ist b.



Themenbereich XVII

Grenzwerte

In diesem Themenbereich werden grundlegende Kenntnisse tUiber Grenzwerte von Folgen
und Funktionen erwartet. Insbesondere sollen Aussagen liber das Verhalten einer Folge/
Funktion im Unendlichen bzw. an einer konkreten Stelle getroffen werden. Eine
Unterscheidung in links- und rechtsseitige Grenzwerte wird aber nicht erwartet. Auch die
Grenzwertregeln von Bernoulli und de L'Hospital sind hier nicht prifungsrelevant.
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lim ( . j -
n—oo \/E
Bei der Lsung dieser Aufgabe kdnnen die folgenden Uberlegungen hilfreich sein:

—> \/5 ist eine Zahl, die groBer als 1 ist.

1
—> ﬁ ist eine Zahl, die zwischen 0 und 1 liegt.

—> - E ist eine Zahl, die zwischen -1 und 0 liegt.

—> Fir n diirfen ausschliefRlich natiirliche Zahlen (positive ganze Zahlen) eingesetzt werden, da

1 n
es sich bei dem angegebenen Term (— ﬁ um eine Folge handelt.

—> Eine Zahl, die negativ ist und mit einer natirlichen Zahl potenziert wird, wechselt ihr
Vorzeichen, je nachdem, ob der Exponent gerade oder ungerade ist.

seispieles (~3)° =9, (-3)° =—27, (-3)' =81, (-3)° =243

—> Eine Zahl, die zwischen -1 und 0 liegt und mit einer immer groRer werdenden natirlichen
Zahl potenziert wird, nahert sich immer mehr null an.

Beispiele: (~0,1)> =0,01, (-0,1)° =-0,001, (-0,1)* =0,0001,

(-0,)° =—0,00001, (~0,1)° =0,000001

Auf Grund dieser Uberlegungen lautet die Lésung:

im(- 75 =
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. 2n°—4n
||m —_— / Der Grenzwert kann vom Zahler und Nenner

oo 5—4n°

getrennt berechnet werden.

lim (2n° - 4n)

. N>

~ lim (5-4n°)

n—oo

/ Sowohl der Zahler als auch der Nenner enthalten

einen ganzrationalen Term. Bei ganzrationalen
Termen entscheidet das n mit dem hochsten

Exponenten liber das Verhalten im Unendlichen.

Daher gilt fiir den Zzhler |jm (2n° —4n) =

n—oo

und firr den Nenner |jm 5- 4n3) =—00.

n—o

Zusammen gefasst lasst sich schreiben:

. 2n® —4n 0 o0
lim = . Der Ausdruck | ——

e 5—4n® —o© — 0
wird als ,,unbestimmter Ausdruck” bezeichnet, da
an dieser Stelle noch nicht gesagt werden kann, was
das Ergebnis dieses Ausdrucks ist. Um das Ergebnis
bestimmen zu kénnen, sind Umformungen
erforderlich. Das n mit dem hochsten Exponenten
wird sowohl im Zdhler als auch im Nenner

ausgeklammert.

. 3
/ kiirzen von N



2- 5
lim <"

F_4
2 1

/ Die Briiche — und — werden als ,Nullfolgen”
n n

bezeichnet, da sie fiir N —> o0 gegen null streben.

Ubrig bleiben die 2 im Zahler und die -4 im Nenner.



Themenbereich XVIII

Grundkenntnisse der Differentialrechnung

In diesem Themenbereich werden folgende Grundkenntnisse der Differentialrechnung erwartet:
—> Was ist eine Ableitung und was kann mit ihrer Hilfe berechnet werden?
—> Berechnung einfacher Ableitungen (ohne Produkt-, Quotienten- und Kettenregel)

—> Berechnung von Extremstellen einfacher Funktionen
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Fur die Ableitung f'(X) einer Potenzfunktion f (X) =ax" gilt:

Um die Funktion (X) = \/; ableiten zu kénnen, wird die Funktion mit Hilfe der Regel

m
AUX™ = X" umgeschrieben:

f(x):ﬂz%/gzxé

Die Ableitung lautet dann:

1 1
1 3t ZEX*E

f'(x):E-x 5

Negative Exponenten werden mit Hilfe der Regel —= X" umgeschrieben:
X

1 - 1
f'(xX)==x 2=
(X) 5

N

2X

m
Auch Briiche im Exponenten werden umgeschrieben (\”/ X" = X" j:

1 1

f'(X)=—+=
o2 2

<
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Mit Hilfe der Ableitung einer Funktion kann die Steigung der Funktion an einer bestimmten Stelle x
berechnet werden.

Bei der gegebenen Funktion handelt es sich um eine Differenz von Potenzfunktionen. Fiir die
Ableitung einer Potenzfunktion gilt:

Die Ableitung der gegebenen Funktion lautet:

f(X)=4x—x* = f'(x)=3-4x*" =2 x*" =12x* —2x

Die Steigung an der Stelle X =1 entspricht der ersten Ableitung an dieser Stelle:

f'()=12-12—2-1=12-2=10



Themenbereich XIX
Grundkenntnisse der Integralrechnung

In diesem Themenbereich sollen einfache Aufgaben zur Integralrechnung geldst werden. Die
Berechnung von Flacheninhalten kann Bestandteil dieser Aufgaben sein. Es werden jedoch keine
speziellen Verfahren wie z.B. Substitution, partielle Integration oder Partialbruchzerlegung erwartet.
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Fir die Berechnung des Integrals kann die folgende Formel verwendet werden:

Bevor diese Formel angewendet werden kann, muss die Funktion so umgeschrieben werden, dass

das x nicht mehr im Nenner des Bruches steht. Hierzu wird die Umschreibregel — = X" benutzt.

X
1 _ 1 3
_[—de / umschreiben: — = X
(X + 1) X
1 -2+
= (x+D) 7 +c / zusammenfassen
-2+1
= _(X +1)_1 +C / negative Exponenten wieder zu positiven
Exponenten umschreiben: X" = —
X
1
=07 C
(x+1)

Die richtige Losung ist c.
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Fiir die Berechnung des Flacheninhaltes, den die Funktion mit der x-Achse einschliel3t, werden
zunachst die Nullstellen der Funktion berechnet:

f(x)=0 = —x2+1=0 /-1
SN —-x*=-1 /(=)
N x? =1 /)
= X =-1 A X, =1

Die Nullstellen sind die Grenzen, in denen das Integral berechnet wird:

1
J‘(_Xz +l)dX / integrieren: _
-1

= [—5 X° 4+ X+ C]f1 / Zuerst die obere Grenze fiir x einsetzen und
dann die untere.

— _% 1P +1+c— (_% (-1)°+ (-1 +c) / vereinfachen

=—1+1+c—1+1—c
3 3



